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Optymalizacja harmonogramoéow budowlanych -

problem szeregowania zadan
Zatozenia

Jednym z waznych elementéw optymalizacji harmonogramoéw budowlanych jest poprawne
szeregowanie zadan [Jaworski 1999]. Zadania tego typu nalezg do szerokiej klasy zagadnien
rozdzialu zadan i zasobdw. Zaprezentowane ponizej zagadnienie zostanie przestawione na
przykfadzie ustalenia kolejnosci dziatek roboczych przy zatozeniu, ze na kazdej z nich muszg zostaé
wykonane pewne procesy technologiczne przez rézne zasoby odnawialne (maszyny, robotnikéw,
brygady, s$rodki produkcji), przy czym zakladamy, ze na kazdej dzialce muszg by¢ wykonane
wszystkie procesy w tej samej kolejnosci. Drugim zatozeniem jest, ze na tej samej dziatce roboczej w
tym samym czasie moze przebywa¢ wytgcznie jedna maszyna (brygada).

Harmonogram pracy wspomnianych n maszyn na m dziatkach mozna przedstawi¢ w postaci
macierzy czasow wykonania poszczegolnych robot na kolejnych dziatkach.

ti1 tiz o tin
T = [t”] = t21 t22 th
tm1 tmz o T

gdzie tj— to czas pracy i-tej maszyny na j-tej dziatce (i=1..m, j=1..n)

tatwo zauwazyc, ze jezeli poszczegdlne czasy tjbeda rézne, to tgczny czas pracy wszystkich
maszyn na wszystkich dziatkach T bedzie zalezat od kolejnosci, w jakiej zostanie zaplanowane
realizacja prac na kolejnych dziatkach. | tak np. zaktadajgc nastepujgce czasy pracy trzech maszyn na
trzech dziatkach:

DZ1 DZ2 DZ3
A 4 2 3
B 2
C 2

i przyjmujac kolejnos¢ pracy na dziatkach nr. 1, 2, 3 uzyskamy schematy pracy maszyn jak na
rysunku ponizej (nr w srodku paskéw oznaczajg nr dziatki / czas prasy danej maszyny na danej
dziatce), z tgcznym czasem pracy trzech maszyn na trzech dziatakch16 dni:

Analizujgc powyzszy wykres nalezy zauwazy¢, ze aby dana maszyna mogta rozpoczg¢ prace
na danej dzialce muszg by¢ spetnione dwa warunki: poprzednia maszyna musi zakonczy¢ prace na
danej dziatce (dziatka musi by¢ wolna) oraz dana maszyna musi zakonczyé prace na poprzedniej
dziatce (maszyna musi by¢ wolna). Jak mozna zauwazy¢ w rozpatrywanym przypadku maszyna B,
aby wejs¢ na dziatke nr 3 musi zaczekac jeden dzien (dzien nr 9), gdyz tego dnia pracuje tam jeszcze
maszyna A.

Jednak po wykonaniu takich obliczen nie wiemy, czy przy zatozonej kolejnosci prac na
dziatkach (w tym wypadku 1, 2, 3) uzyskaliSmy najkrotszy mozliwy fgczny czas pracy na wszystkich
dziatkach.



Przeanalizujmy nastepujacy przyktad. Pracujg dwie maszyny A, B na czterech dziatkach.

Nr dziafki 1 2 3 4
Czas pracy maszyny A na dziatce 2 3 1 4
Czas pracy maszyny B na dzialce 4 2 3 2

Przyjmuja¢ kolejno$¢ wykonywania dziatek jak w temacie (1,2,3,4) uzyskamy nastepujacy
harmonogram pracy maszyn:

Nr dnia 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1.2,34)
Praca maszyny A

Laczny czas pracy obu maszyn na wszystkich dziatkach wynosi 13 dni.

Jednak zmieniajgc kolejnos¢ dziatek na 3,1,4,2 uzyskujemy nastepujgcy harmonogram:

Nr dziafki 3 1 4 2
Czas pracy maszyny A na dziatce 1 2 4 3
Czas pracy maszyny B na dziatce 3 4 2 2

Nr dnia 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Optymalny harmonogram
(kolejnos¢ dziatek 3,1,4,2)

Praca maszyny A ]

Praca maszyny B

Tym razem tgczny czas pracy obu maszyn na wszystkich dziatkach wynosi 12 dni.

Problem poszukiwania takiej kolejnosci dzialek, ktéra pozwoli na zminimalizowanie
facznego czasu pracy T na wszystkich dziatkach nazywany jest w literaturze problemem
szeregowania zadan.

Analizujgc tak sformutowane zadanie, mozna szybko zauwazyC, ze liczba mozliwych
rozwigzan (harmonograméw pracy maszyn na wszystkich dziatkach) wynosi n!, gdzie n oznacza
liczbe dziatek (warto rowniez zauwazyé, ze na liczbe rozwigzan nie ma wptywu liczba maszyn, gdyz
kolejnos¢ wykonywania proceséw roboczych przez kolejne maszyny jest stata). To znaczy, ze juz przy
5 dziatkach liczba mozliwych rozwigzan wynosi 120 a przy 8 to juz 40320 wariantéw harmonogramu.
Biorgc pod uwage fakt, ze czas pracy na obiekcie jest jednym z najwazniejszych parametréw a
przyktadowa i wieksza liczba dziatek roboczych w budownictwie nie jest niczym szczegdélnym, szybko
zrozumiemy wage postawionego problemu.

Istnieje kilka metod szeregowania zadan. Nalezg do nich: algorytm symulacyjny, algorytm
Johnsona, algorytm tomnickiego i algorytm Browna — tomnickiego. Wszystkie te metody podejmuja
temat z uwzglednieniem kryterium minimum czasu realizacji przedsiewziecia a wybor jednego z nich
zalezy od liczby maszyn.

Algorytm symulacyjny mozemy stasowac przy dowolnej liczbie maszyn, jednak nie zapewnia
on znalezienia rozwigzania optymalnego, lecz jedynie suboptymalnego. Polega on na losowaniu
kolejnosci realizacji dziatek na podstawie generatora liczb losowych i obliczaniu tgcznego czasu
trwania robot T dla zatozonego wariantu. Przy odpowiedniej liczbie prob najlepszy wynik powinien
zblizy¢ sie do rozwigzania optymalnego, a na pewno byé¢ lepszy od jednego przypadkowego
rozwigzania. Tego rodzaju symulacje stosuje sie w badaniach operacyjnych, gdy nie jest znany $cisty
algorytm wyznaczania rozwigzania optymalnego badz tez koszt lub czas wykonania obliczen
algorytmicznych jest zbyt duzy w stosunku do uzyskanego efektu.

Pozostate wymienione algorytmy pozwalajg na obliczenie rozwigzania optymalnego. Algorytm
Jonhsona stosuje sie, gdy mamy do czynienia z dwoma maszynami, algorytm tomnickiego przy
trzech maszynach a algorytm Browna — tomnickiego przy dowolnej liczbie maszyn. Dwa ostatnie
algorytmy oparte sg na metodzie podziatu i ograniczen (branch and bound).



Algorytm Jonhsona

Algorytm ten pozwala poszukiwaé najkrotszy czas pracy dwéch maszyn (oznaczamy je A, B)

na dowolnej liczbie dziatek n. Na kazdej dziatce, kolejnos¢ pracy maszyn jest stata, a wiec najpierw
pracuje maszyna A, a potem B. Dane sg czasy pracy obu maszyn na kazdej dzialce. Czas pracy
maszyny A na dziatce k oznaczamy ax, maszyny B na dziatce | b

Ponizej znajduje sie opis poszczegdlnych krokow algorytmu:

1.

2.

Przyja¢ r =1,s=n.

Znalez¢ najmniejszg liczbe sposréd czasow a, ,b, (kI =12,...,n), gdzie a,,b, sa zbiorami
czasOw pracy maszyn A i B na poszczegdlnych dziatkach roboczych.

Jezeli liczba ta jest a,, to p, =K oraz r:=r+1, jezeli zas liczbg tg jest b, to p, =1 oraz
s=s-1.

Usuna¢ ze zbioru czaséw trwania pare (a,,b,) lub (a,,b;).

Powtérzyé postepowanie od punktu 2.

Optymalng kolejnos¢ dziatek wyznacza parametr p1 do pn .

Przyktad
Uwaga! Szczegblng uwage prosze zwroécic na to, jak zmienia sie indeks parametru p

Dane sg czasy pracy maszyn A i B (w dniach roboczych) na szesciu dziatkach.

1 2 3 4 5 6
A 2 3 5 1 7 6
B 3 4 4 2 5 5
Iteracja 1.
A
B 4
r=1;,s=6

min(2,3,5,1,7,6,3,4,4,2,5,5)=a=as=1,; ->k=4
W sytuacji, gdy jest wiecej takich samych wartosci minimalnych wybieramy dowolng z nich i

konsekwentnie liczymy dla wybranej maszyny i dziatki.

Poniewaz znaleziony minimalny czas dotyczy pracy maszyny A->pr=pi1=k=4
orazr=r+1=1+1=2
Usuwam pare (as, ba)



Iteracja 2.

r=2;,s=6

min(2,3,5,7,6,3,4,4,55)=ak=a1=2; ->k=1

Poniewaz znaleziony minimalny czas dotyczy pracy maszyny A ->pr=pz2=k=1
orazr=r+1=2+1=3

Usuwam pare (a1, b1)

Iteracja 3.

r=3;,s=6

min (3,5,7,6,4,4,5,5)=ak=a,=3; ->k=2

Poniewaz znaleziony minimalny czas dotyczy pracy maszyny A ->pr=pz=k =2
orazr=r+1=3+1=4

Usuwam pare (az, b2)

Iteracja 4.
1 2 4
A
B
r=4,s=6
min (5,7,6, 4,5,5)=b=bs=4;->1=3
Poniewaz znaleziony minimalny czas dotyczy pracy maszyny B -> ps=ps=1=3

orazs=s-1=6-1=5
Usuwam pare (as, bs)

Iteracja 5.
1 2 3 4
A
B
r=4;s=5
min( 7,6, 5 5)=b=bs=5;->1=5
Poniewaz znaleziony minimalny czas dotyczy pracy maszyny B -> ps=ps=1=5

orazs=s-1=5-1=4
Usuwam pare (as, bs)



Iteracja 6.

1 2 3 4 5
A
B
r=4,s=4
min( 6,5)=b=bs=5;->1=6
Poniewaz znaleziony minimalny czas dotyczy pracy maszyny B -> ps=ps4=1=6

Usuwam pare (as, bs), zbiér przeszukiwanych wartosci pozostaje pusty i koricze obliczenia.

Znalezione rozwigzanie to: p1 = 4, p2 2, pa=6, ps =5, pe= 3, czyli wyznaczona

= 1, p3
kolejnos¢ wykonywania robét to dziatki nr: 4, 1, 2, 6, 5,

3.

Algorytm Jonhsona nie wyznacza optymalnego czasu robdét. Nalezy go obliczy¢ znajgc
wiasciwg kolejnosc¢ dziatek.

Mozna go obliczy¢ stosujac nastepujgcy wzor:

_ k k k _
TL.’]? = maX(T(i—l),j'Ti,(j—l)) oraz T = Ti’; + 6

gdzie Ti’;’., Ti’]‘- to odpowiedni poczatek i koniec robdt przez maszyne i na dziatce j.
Analizujgc wzér mozna zauwazycC, ze termin rozpoczecia pracy na kolejnej dziatce wymaga
spetnienia dwoch warunkéw: (1) musi zakohczy¢ prace na poprzedniej dziatlce maszyna, ktéra

rozpocznie prace oraz (2) na danej dziatce musi zakonczy¢ prace poprzednia maszyna.

Wydaje sie, ze jeszcze tatwiej wyznaczy¢ poszukiwany czas pracy graficznie, stosujgc dwie
opisane powyzej zasady. Pamietajgc, ze zadane czasy pracy maszyn A i B (w dniach roboczych) na
szesciu dziatkach wynosity odpowiednio:

w analizowanym przyktadzie harmonogram pracy maszyn na kolejnych dziatkach (tzn. wg
kolejnosci dziatek 4, 1, 2, 6, 5, 3) wygladatby nastepujgco (prace tej samej maszyny na kolejnych
dziatkach rozrézniono odcieniami tego samego koloru; biaty kolor oznacza brak pracy danej maszyny;
podane wartosci na rysunku oznaczajg nr. dziatki/czas pracy danej maszyny na danej dziafce):

4 1 2 6 5 3
A 1 2 3 6 7 5
B 2 3 4 5 5 4

s| 6| 7] 8| of 0] 11| 12f 13] 4] 15| 6] 17] 18] 29[ 20 21| 22] 23] 24] 25 26] 27] 28

6/6 3/5
i i

Jak mozna odczytaé z wykresu fgczny, minimalny czas pracy obu maszyn na szesciu
dziatkach wynosi 28 dni. tatwo zauwazy¢, ze pierwsza maszyna (A) pracuje zawsze bez zadnych
przerw (zawsze jest wolna i nigdy nie czeka na zakonczenie pracy przez poprzedniag maszyne na
danej dziatce). Przerwy w pracy mogg wystepowac tylko w pracy wszystkich kolejnych maszyn, czyli w
tym wypadku maszyny B.



Przyktad wyznaczenia termindéw i sumarycznego czasu pracy trzech maszyn na trzech dziatkach

Przyjmijmy, ze harmonogram pracy 3 maszyn A, B i C (i) na 3 dziatkach(j) w postaci macierzy
czaséw wykonania poszczegoélnych robot na kolejnych dziatkach wyglgda nastepujgco:

4 2 3
2 3 4

gdzie tj— to czas pracy i-tej maszyny na j-tej dziatce (i=3, j=3)
Terminy pracy poszczegélnych maszyn na kolejnych dziatkach mozna obliczy¢ stosujgc
nastepujgcy wzor:
TP
ij

gdzie T/,

_ k k k _— 14
=max(T{_,;, T{(;j_y)) oraz TS = T, + ty

Ti’]‘. to odpowiedni poczatek i koniec robét przez maszyne i na dzialce |.

Przyjmujac kolejno$é¢ dziatek jak w danych, czyli 1, 2, 3 wyznaczam terminy dla kolejnych
maszyn:

Terminy pracy maszyny A:

T11P = 0; termin pracy pierwszej maszyny na pierwszej dziatce przyjmujemy zatozenia
TK=TwP +tn=0+4=4;

T12” = max(To2K; T11K) = max(0,4) = 4

TK=TP +t12=4+2=6;

T13” = max(TosK; T12K) = max(0,6) = 6

Tig"=TwP +t13=6+3=09;

Terminy pracy maszyny B:

T21” = max(T11K; T20K) = max(4,0) = 4
ToaK=TaP +t21=4+3=7;

T22P = max(T12K; T21K) = max(6,7) =7
ToX=TP +t2=7+1=8;

To3” = max(T13K; T22K) = max(9,8) =9
TogK=Tas® +1t3 =9 +2=11;

Terminy pracy maszyny C:

T31P = max(T21X; TsoK) = max(7,0) =7
TaK=TaP +t1=7+2=09;

T3 = max(T22X; Ta1K) = max(8,9) =9
TaK=TaP +t32=9+3=12;

T33P = max(T2sX; Ts2K) = max(11,12) = 12
Tagk=Tas® +133=12 + 4 = 16;

Termin zakonczenia pracy przez ostatnig maszyne na ostatniej dziatce wyznacza tgczny czas
pracy na obiekcie, ktéry w tym wypadku wynosi 16.

Graficzny wykres pracy maszyn ABC przedstawiono ponizej:
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