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Streszczenie: Artykul opisuje nowy, zaproponowany przez autora algorytm wyznaczenia
optymalnego wyréwnania wykresu zatrudnienia ze wzgledu na kryterium kosztowe, gdy
ponoszony jest roéwnocze$nie koszt przekroczenia wymaganego zapotrzebowania na
analizowany zasob oraz koszt zmiany poziomu zatrudnienia. Zatozono, ze obie funkcje
zmiany kosztow nie musza by¢ liniowe, zatrudnienie musi by¢ zawsze zaspokojone i nie
moze by¢ magazynowane. Algorytm wyznacza pozadane zatrudnienie kazdego
analizowanego dnia, poszukujac rozwiagzania ze wzgledu na minimalny laczny koszt
przekroczenia wymaganego zapotrzebowania i zmiany poziomu zatrudnienia. W algorytmie

zastosowano rozwiazanie oparte na programowaniu sieciowym.

Stowa kluczowe: optymalizacja, wyréwnanie zatrudnienia, minimalizacja kosztu zatrudnienia,

programowanie dynamiczne.

1. Wprowadzenie

Problem optymalnego wyréwnywania wykresu zatrudnienia w harmonogramach
budowlanych jest zagadnieniem stale aktualnym. W swojej ostatniej ksiazce prof. K. M.
Jaworski (2004) proponuje, aby to zagadnienie rozwiazywaé ze wzgledu na kryterium
kosztowe, przy czym bra¢ pod uwage dwa rozne koszty: w sytuacji, gdy zatrudnienie na
budowie przekracza wymagane zapotrzebowanie koszt zwiazany z niewykorzystaniem
danego $rodka produkcji, okreslony funkcja ® zalezna od stopnia przekroczenia wymaganego
zapotrzebowania oraz koszt W wyrazajacy naktady ponoszone na zmiang poziomu
zatrudnienia analizowanego zasobu, rowniez uzalezniony od wielko$ci zmiany zatrudnienia w
kolejnych okresach czasu. Poszukiwane rozwiazanie powinno minimalizowa¢ sumg obu

rozpatrywanych kosztow ® 1 W w calym horyzoncie planowania. Tak sformutowane



zagadnienie zmienia dotychczasowe podej$cie do wyrownywania wykreséw zatrudnienia,

ktore skupiato si¢ glownie na wyrownywaniu wykresu sprawdzajacego.

Rozwiazanie takiego zagadnienia wymaga jeszcze jego usciSlenia. Zaklada sig, ze
horyzont czasowy harmonogramu zostat podzielony na N skonczonych etapow a w kazdym z
tych etapow (np. dni, miesiecy) okre$lone jest niezbedne do zrealizowania odpowiednich
procesow technologicznych zapotrzebowanie jednego odnawialnego zasobu. Ze wzgledu na
fakt, ze do obliczen przyjmowany jest zaséb odnawialny przyjmuje si¢, ze nie moze by¢ on
magazynowany. Ponad to zaktada si¢, ze wyznaczone w procesie obliczen zatrudnienie
kazdego dnia nie moze by¢ mniejsze niz wymagane zapotrzebowanie, natomiast maksymalne
zatrudnienie, jakie moze wystapi¢ na budowie rowne jest maksymalnemu zapotrzebowaniu
wystepujacemu w analizowanym okresie. Jezeli chodzi o koszty przekroczenia
zapotrzebowania ® oraz koszty zmiany poziomu zatrudnienia W, to sa one wyrazone w
postaci zwiazku funkcyjnego, przy czym nie musi to by¢ funkcja liniowa. Przy wyznaczaniu
kosztéw zmiany zatrudnienia ¥ mozna réwniez przyjaé rézne stawki w zaleznosci do tego,
czy zatrudnienie w kolejnych jednostkach ro$nie czy tez maleje. Nalezy réwniez zdefiniowac,
czy w obliczeniach uwzglednia si¢ stan zatrudnienia przed rozpoczgciem rob6t a tym samym

ewentualny koszt zmiany tego zatrudnienia w stosunku do pierwszego dnia robot.
Metoda

Doktadny opis modelu matematycznego rozpatrywanego zagadnienia mozna znalezé w
ksiazce Jaworskiego (2004). Jak zauwaza autor, tak sformulowane zagadnienie mozna
traktowa¢ jako wieloetapowy, dynamiczny proces wyréwnywania (Siudym 1986) a do jego
rozwiazania zastosowa¢ algorytm programowania dynamicznego, oparty na zasadzie
optymalnosci Bellmana (Benjamin i Cornell 1977) moéwiacej, ze polityka optymalna ma tg
wlasnos$¢, ze niezaleznie od poczatkowego stanu i1 poczatkowej decyzji pozostate decyzje
musza stosowac polityke optymalna ze wzgledu na stan wynikajacy z pierwszej decyzji.
Korzystajac z tej wlasnosci algorytm programowania dynamicznego rozktada caty
analizowany proces na etapy i poszukuje rozwigzania optymalnego przechodzac przez kolejne

wyrdznione etapy, rozpoczynajac od ostatniego i cofajac si¢ az do pierwszego.

Taki sposdb rozwiazania narzuca okreslony sposob notacji prowadzonych obliczen, ktory
nie zawsze jest czytelny, szczegdlnie dla oséb stabiej obeznanych z badaniami operacyjnymi.
W swojej ksiazce Jaworski zamieszcza przyklad obliczeniowy, ktory ilustruje omawiane

zagadnienie 1 sposOb jego rozwiazania oparty wlasnie na programowaniu dynamicznym.
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Zamieszczone obliczenia nie zawieraja wszystkich niezbgdnych krokow obliczeniowych, a
jedynie ilustruja przyjety metodyke prowadzenia obliczen, sposdb zapisu wynikow
posrednich oraz ostateczne rozwiazanie. Dobre zrozumienie zamieszczonego przykladu
wymaga uwaznego przeanalizowania podanych wynikow oraz wykonania obliczen

dodatkowych, nie koniecznie oczywistych dla kazdego czytelnika.

Poniewaz podniesione przez autora przyktadu zagadnienie jest wazne i moze mieé
rowniez duze znaczenie praktyczne, wydaje sig¢, ze warto poszuka¢ rozwiazania tego
zagadnienia, ktére by w prostszy sposob prowadzito do wyznaczenia poszukiwanych wartosci
zatrudnienia. Autor artykulu proponuje zastosowacé algorytm oparty na grafach (Korzan
1978), ktory w jego przekonaniu pozwala czytelniej wyznaczyé optymalne zatrudnienie.
Ponizej podano opis uzytych w algorytmie oznaczen oraz opisano sam algorytm. W dalszej
czesci artykulu zamieszczono dwa przyktady ilustrujace zastosowanie zaproponowanego

algorytmu.
Oznaczenia:

N — liczba dni, dla ktéorych wykonywane sa obliczenia,

J — numer kolejnego dnia,

I — zapotrzebowanie na robotnikéw w dniu J,

€ — poziom zatrudnienia przed rozpoczgciem prac (w dniu j=0),

R- maksymalne zatrudnienie, jakie moze wystapi¢ na budowie; R = max(r;) dla j=1..N,

Uju— rozpatrywany poziom zatrudnienia w dniu j o wielkos$ci u; u € <1;R>

X; — poszukiwane zatrudnienie w dniu j,

®ju — koszt przekroczenia wymaganego zapotrzebowania w dniu j przy poziomie
zatrudnienia u,

Wu1,u2— K0Szt zmiany poziomu zatrudnienia z poziomu ul na poziom u2,

Ko,y — taczny koszt przekroczenia wymaganego zapotrzebowania ® i zmiany poziomu
zatrudnienia P,

K1y — sumaryczny koszt zatrudnienia od poczatku do dnia j, przy poziomie zatrudnienia
uw dniu j,

K2;u — sumaryczny fikcyjny koszt zatrudnienia podczas liczenia od konca do dnia j, przy
poziomie zatrudnienia u w dniu j (moze by¢ ujemny).

Wszystkie przyjete oznaczenia nawiazuja do oznaczen uzytych przez Jaworskiego (2004)

oprocz nowo wprowadzonych, niezb¢dnych ze wzgledu na zastosowany algorytm.



Opis algorytmu

Ponizej zamieszczony opis algorytmu zostal tak skonstruowany, aby nawet malo
wprawny czytelnik mogt go tatwo zastosowaé. Swiadomie zrezygnowano z formalnego
zapisu formut matematycznych i schematu blokowego, majac nadzieje, ze taki sposéb jego
prezentacji jest dostatecznie precyzyjny a rownocze$nie prosty w zastosowaniu. Proponuje
sig, aby opis algorytmu $ledzi¢ réwnoczesnie z wynikami obliczen, zamieszczonych na

rysunku 2 na str. 8, co powinno znacznie utatwi¢ jego zrozumienie.

1. Narysuyj tyle kolumn ile dni obejmuje zadanie (1..N). Na gorze kazdej kolumny wpisz
kolejny numer dnia (j), zaczynajac od pierwszej kolumny z lewej strony.

2. Dodaj na poczatku 1 na koncu po jednej dodatkowej kolumnie ( j=0 i j=N+1)

3. Wpisz na gorze kazdej kolumny wymagane zapotrzebowanie rj. Jezeli chcesz
uwzgledni¢ w obliczeniach koszt zmiany poziomu zatrudnienia € sprzed rozpoczecia
(dzien zerowy) 1 pierwszego dnia, zdefiniuj tez zapotrzebowanie przed rozpoczgciem
zadania c (np.0).

4. Okresl maksymalne =zatrudnienie (R) na budowie rowne maksymalnemu
zapotrzebowaniu w okresie obliczen; R = max(r;) dla j=1..N.

5. W kazdej kolumnie odpowiadajacej kolejnym dniom j narysuj w pionie tyle kotek
(nazywanych dalej weztami), ile moze wystapi¢ pozioméw zatrudnienia danego dnia
czyli R —rj +1. W zerowej i ostatniej kolumnie wstaw tylko po jednym wezle. Nad
kazdym weztem postaw krotka pionowa kreske.

6. Kazdy wezet podziel pozioma kreska. W gornej czg$ci kazdego wezla wpisz
rozpatrywane poziomy zatrudnienia danego dnia u;,. Zacznij w kazdym dniu od géry,
wpisujac R, nizej R-1, R-2 itd. az do 1;.

7. W dolnej czgsci kazdego wezta wpisz Koszt przekroczenia zapotrzebowania ©;y
odpowiadajacy zalozonemu zatrudnieniu u;y i faktycznemu zapotrzebowaniu danego
dnia rj. W zerowej i ostatniej kolumnie wstaw koszt przekroczenia zapotrzebowania
Oju =0 (dlaj=01ij=N+1)

8. Potacz w sasiednich kolumnach kazdy wezel z kazdym, kierujac zwrot strzatki w
prawo.

9. Na kazdym potaczeniu oblicz i wpisz koszt zmiany poziomu zatrudnienia (‘Py1,2)
biorac pod uwagg poziomy zatrudnienia wpisane w gornej czgsci taczonych weztow
(ul i u2). Zwr6¢ uwage na kolejnos¢ taczonych weztéw, czyli czy poziom

zatrudnienia ros$nie czy maleje. Jezeli nie zostal okreslony poziom zatrudnienia przed
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rozpoczgciem prac ¢, na potaczeniach migdzy dniem j=0 i j=1 koszty W12 przyjmij
zero. Na potaczeniach migdzy dniem N i N+1 réwniez przyjmij koszty Wi 2 réwne
ZEero.

10. Przy wezle w zerowej kolumnie z lewej strony pionowej kreski wpisz zero.

11. Oblicz tak zbudowany graf od lewej strony do prawej wpisujac obliczone wartosci
K1;, z lewej strony pionowej kreski przy kazdym wezle. Na kazdym potaczeniu oblicz
Ko,y bgdacy suma kosztéow Ojy (wpisanych w dolnej czgsci wezta, do ktdrego
dochodzi potaczenie) 1 Wy1u2 (Wpisanych na potaczeniu). Obliczona warto$¢ Klj.+q t0
minimum z wszystkich wartoéci (key + wartos¢ Klju czyli z wezta, z ktorego
wychodzi potaczenie) wystgpujacych na potaczeniach dochodzacych do danego wezta
(dla danego ujs1).

12. W ostatnim wezle z prawej strony (w kolumnie z dnia N+1) z prawej strony pionowej
kreski wezta wpisz warto$¢ obliczona z lewej strony (K2n+1,u= Kln+1,u)

13. Oblicz graf od prawej strony do lewej wpisujac obliczone wartosci K2, z prawej
strony pionowej kreski przy kazdym wezle. Na kazdym potaczeniu oblicz sume
kosztow ke, w bedacy suma kosztow 0;,, (wpisanych w dolnej czgsci wezta, do ktorego
dochodzi potaczenie) 1 W1, (Wpisanych na potaczeniu). Obliczona warto§¢ K2;, to
maksimum z wszystkich wartosci: (K2ji1y Czyli z wezta, do ktorego dochodzi
potaczenie, - K ¢, w) wystepujacych na potaczeniach wychodzacych z danego wezta
(dla danego u;).

14. Wyréznij w kazdym dniu wezet w ktorym Klj, = K2;, oraz potaczenia laczace
wyroznione wezty.

15. Wartosci ujy z wyrdznionych weztow wskazuja optymalne poziomy zatrudnienia
kazdego rozpatrywanego dnia xj. Warto$¢ Kln+1u = K2n+1,y Wpisana nad skrajnym
prawym weztem wyznacza minimalny koszt zatrudnienia (funkcji celu) przy

przyjetych do obliczen zatozeniach.

Ponizej na rys.l przedstawiono uzywane oznaczenia a dalej wzory do wyznaczenia

wartosci K1 1 K2.
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Rys. 1 Oznaczenia uzywane na grafie podczas obliczen

Klj+1,u = min( KLy + Oy + Pyjujer) = mMin (K1, + Ke, ) dla wszystkich u;

K2ju = max( K2ji1,u - Ojr1,u - Pujujr) = Mmax (K2ji1,u - Ke, ) dla wszystkich uj:1

Przyklady obliczeniowe

Opracowany algorytm zostatl przedstawiony na dwoch przykladach. Pierwszy dotyczy

rozwigzania zadania zaczerpnigtego ze wspomnianej wezesniej ksiazki Jaworskiego (2004).

W przykladzie wyrdzniono cztery okresy obliczeniowe (N=4) oraz w kazdym z nich
podano wymagane zapotrzebowanie na okreSlony rodzaj $rodka produkcji wynoszace
odpowiednio: r1=4, r,=3, r3=5, r,=2. Koszt przekroczenia wymaganego zapotrzebowania ®;,
zostal okreslony na 5 jednostek naktadow finansowych za przekroczenie kazdej jednostki
zapotrzebowania (niezaleznie od wielkosci przekroczenia czyli w postaci funkcji

prostoliniowej).

Zmiana wielkosci limitu zatrudnienia w dwoch kolejnych przedziatach czasu powoduje

koszt, ktorego wielko$¢ mozna wyrazi¢ formula :
Yyr2=6+ (U2 -ul)dlau,>u;
Yypw=6dlau;<u;
Yyuw=0dlauz=u;

Wida¢, ze w tym wypadku funkcja nie jest prostoliniowa i zalezy od wielkosci roznicy w
zatrudnieniu. Jezeli zatrudnienie obniza poziom, Strata wynosi 6 jednostek finansowych
niezaleznie od wielko$ci obnizki, jezeli zatrudnienie wzrasta, wielko$¢ straty finansowe;j
zalezy od wzrostu zatrudnienia. Ponadto przyjeto, ze poziom zatrudnienia przed

rozpoczeciem prac nie wptywa na wynik obliczen.



Po wyznaczeniu R=5 jako wartosci maksymalnej z wymaganego zatrudnienia w
rozpatrywanym okresie czterech dni, narysowano graf (rys.2) zawierajacy odpowiednia liczbg
weztlow w kazdym dniu (odpowiadajaca rozpatrywanym poziom zatrudnienia w kazdym
dniu) i zgrupowanych w szesciu kolumnach (cztery dni obliczeniowe plus po jednej kolumnie
na poczatku i na koncu). Na gorze kazdej kolumny oznaczono numer kolejnego dnia j i
wymagane zapotrzebowanie w danym dniu rj. Nastgpnie w kazdym wezle opisano w gornej
czgsci rozpatrywany poziom zatrudnienia uj, oraz w dolnej czgsci koszt nadmiernego
zatrudnienia ©j,. Po pofaczeniu strzatkami wszystkich sasiadujacych weztow, obliczono na
kazdym potaczeniu koszt zmiany poziomu zatrudnienia ¥y j+1. Nastgpnie nadano warto$¢ 0
parametrowi K1o. na pierwszym z lewej strony wezle (j=0) i policzono wszystkie wartosci
K1j. zaczynajac od lewej strony 1 przechodzac do prawej. Przyktadowo, ponizej podano

sposob obliczenia wartosci K135 (dla j=3 przy poziomie zatrudnienia réwnym 5) :
K135 = min[(15+0+0); (5+7+0) ;(6+8+0)] = 12

Znajac warto$¢ parametru Kls. = 18 na ostatnim wezle z prawej strony (j=5),
zainicjowano warto$¢ parametru K2s. = 18 na tym samym wezle. W dalszej czg$ci obliczen
wyznaczono wszystkie pozostate parametry K2;,, prowadzac obliczenia od prawej strony do

lewej. Przyktadowo, ponizej podano sposob obliczenia wartosci K235 :
K235 = max[(18-15-0); (18-10-6); (18-5-6) ;(18-0-6)] = 12

Sprawdzeniem poprawnosci wykonanych obliczen moze by¢ uzyskanie na wezle dla j=0
parametru K2,. rownego 0. Znajac oba parametry K1;, i K2;, dla wszystkich weztow
wyrozniono gruba linia wszystkie wezty, w ktorych parametr K1;, rowny jest K2;, i na
podstawie wartosci Uj, z tych weztow wyznaczono poszukiwane zatrudnienie kazdego dnia.
Obliczone wartosci zatrudnienia X; zostaty wypisane na dole kazdej kolumny. Wartos¢ funkcji
celu, a wigc catkowity koszt przekroczenia zatrudnienia i zmiany poziomow zatrudnienia,

rowny 18 odczytano jako parametr K1;, = K2, dla dnia N+1, czyli w tym wypadku j=5.

Drugi przyklad wykonano dla innych pozioméw zatrudnienia i zaktadajac, ze poziom
zatrudnienia przed rozpoczgciem robodt jest narzucony 1 wynosi 0 a w obliczeniach nalezy
uwzgledni¢ koszt zmiany zatrudnienia wynikajacy z pierwszego naboru pracownikow. Koszty
przekroczenia zapotrzebowania i zmiany poziomu zatrudnienia przyjgto takie same jak w

przyktadzie nr. 1. Wszystkie obliczenia i ich wyniki zostaty zaprezentowane na rys. 3.



Rysunek 2. Przyktad obliczeniowy nr 1.

K1j+1,u = min( K1y + Oji1,y + Pujuj+1) = min (K1 + Ke, v) dla wszystkich u;

sz,u = max( K2j+1,u - Ojs1u - lPuj,uj+1) = max (K2j+1,u - Ko, w) dla wszystkich Uj+1
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Klj+1,u = min( KLjy + Oy + Pyjujrr) = mMin (K1, + Ke, w) dla wszystkich u;

K2, = max( K2j+1 4 - Ojs1u - Pujuir) = max (K2is1y - K dla wszystkich u
Rysunek 3. Przyktad obliczeniowy nr 2. b (K210 - Ojer - Fjujen) (K2je1-Ko.v) 4 s

j=0; =1 i=2; i=3; i=4; i=5;
ro=0 ri=1 r2=5 r3=2 r4=4 r5=-

31| 17
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x;=1 X2=5 X3=2 X,=4




Podsumowanie

Zaproponowany w artykule algorytm dotyczy optymalnego wyrownania wykresu
sprawdzajacego zatrudnienia ze wzgledu na kryterium kosztowe sktadajace si¢ z sumy dwoch
elementow: kosztu przekroczenia wymaganego zapotrzebowania oraz kosztu zmiany poziomu
zatrudnienia na budowie w kolejnych okresach czasu. Takie kryterium rozwiazania zostato
zaproponowane przez Jaworskiego (2004), rozszerzajac tym samym tradycyjne ujecie
polegajace na poszukiwaniu rownomiernego zatrudnienia nie rozpatrujac tego w funkcji
kosztow. Zaproponowany sposob wykonania obliczen zawiera metodyke budowy
odpowiedniego  grafu, przyjecia wlasciwych  parametréw  obliczeniowych  jego
poszczegolnych elementdw, sposdb wykonania obliczen oraz wyznaczenia na ich podstawie
poszukiwanych warto$ci optymalnych i1 wartosci funkcji celu. Proponowany algorytm
pozwala wykona¢ wszystkie niezbedne obliczenia na jednym rysunku, bez potrzeby
rozpisywania kolejnych krokow algorytmu dynamicznego w oddzielnych tabelach dla
kazdego okresu obliczeniowego. Oczywiscie, w przypadku konieczno$ci stosowania obliczen
dla wigkszego przyktadu wskazane jest opracowanie specjalnego programu komputerowego,
jednak przed jego uzyciem warto dobrze zrozumie¢ mechanizm poszukiwania rozwigzania

optymalnego, a do tego celu zaproponowany algorytm dobrze si¢ nadaje.
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