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Poszukiwanie optymalnego wyréwnania harmonogramu zatrudnienia

metoda analityczng
Zatozenia

Zaktadam, ze dysponuje wykresem zapotrzebowania na robotnikow niezbednych do pracy w
kolejnych dniach, kazdego dnia j znane jest zapotrzebowanie rjdla j = 1..N, gdzie N to catkowita liczba
dni (tygodni, miesiecy) pracy. Zakladam, ze wyznaczona w obliczeniach optymalna dostepnos$c¢
Xj >= 1, czyli ze zawsze zapotrzebowanie bedzie catkowicie zaspokojone, natomiast maksymalne
zatrudnienie R rowne bedzie maksymalnemu zapotrzebowaniu jednego dnia w analizowanym
okresie. Poniewaz analizujemy zapotrzebowanie na zasoéb odnawialny, przyjmuje ze sita robocza nie
moze by¢é magazynowana. Przyjmuje, ze przed rozpoczeciem pracy na budowie wystepuje
zatrudnienie w ilosci ¢ robotnikéw (¢ >=0).

Zadanie rozwigzywac¢ bede ze wzgledu na kryterium kosztowe, przy czym bedag brane pod uwage
dwa rozne koszty: w sytuacji, gdy zatrudnienie na budowie przekracza wymagane zapotrzebowanie
koszt zwigzany z niewykorzystaniem danego srodka produkgji, okreslony funkcjg © zalezng od stopnia
przekroczenia wymaganego zapotrzebowania oraz koszt ¥ wyrazajgcy naktady ponoszone na zmiane
poziomu zatrudnienia analizowanego zasobu, réwniez uzalezniony od wielko$ci zmiany zatrudnienia w
kolejnych okresach czasu. Poszukiwane rozwigzanie powinno minimalizowa¢é sume obu
rozpatrywanych kosztéw O i ¥ w catym horyzoncie planowania.

j=N
FC > min : ZG) (X; = 1)+ (X; =X ;) przy ograniczeniach
j=1

x:>r dla j=1.N =

b= J oraz Yo =€
Nalezy réwniez zauwazy¢, ze jezeli chodzi o koszty przekroczenia zapotrzebowania © oraz koszty
zmiany poziomu zatrudnienia ¥, to sg one wyrazone w postaci zwigzku funkcyjnego, przy czym nie
musi to by¢ funkcja liniowa. Przy wyznaczaniu kosztéw zmiany zatrudnienia ¥ mozna réwniez przyjgc
rézne stawki w zaleznosci do tego, czy zatrudnienie w kolejnych jednostkach rosnie czy tez maleje.
Zaktadam rowniez, ze koszt zatrudnienia robotnikéw % w pierwszym dniu (koszt zmiany poziomu
zatrudnienia z poziomu ¢ na ri) wynosi zero.

Metoda

Poniewaz funkcje kosztéw O i ¥ nie muszg by¢ liniowe do rozwigzania nie mozna zastosowac
programowania liniowego. Do rozwigzania zastosuje metode programowania dynamicznego (PD).
Metode te stosujemy wiasnie do proceséw wieloetapowych (1..N) z wieloma zmiennymi decyzyjnymi
(x1..Xn). ldea programowania dynamicznego polega na tym, ze zadanie optymalizacji z N zmiennymi
rozktada sie na N zadan optymalizacyjnych z jedng zmienng decyzyjng kazde. Poszczegdlne etapy
procesu wieloetapowego fgczy sie za pomocg zaleznosci o charakterze rekurencyjnym. Warunkiem
zastosowania PD jest, aby proces posiadat dwie cechy:

1. n- wymiarowa funkcja celu powinna posiada¢ posta¢ sumy funkcji celu o jednej zmiennej
decyzyjnej,

2. wartos¢ uzyskana na j-tym etapie optymalizacji zalezy wytgcznie od stanu procesu na etapie
poprzednim oraz decyzji podjetej na tym wiasnie, j-tym etapie, natomiast nie zalezy od decyzji
podjetych na etapach poprzednich. (takg wlasnosé procesu nazywamy wtasnoscig Markowa).

Do procesow decyzyjnych posiadajgcych wiasnosé Markowa stosuje sie zasade optymalnosci

Bellmana (Benjamin i Cornell 1977) moéwigcej, ze polityka optymalna ma te wtasnosé, ze niezaleznie
od poczatkowego stanu i poczatkowej decyzji pozostate decyzje muszg stosowac polityke optymalng



ze wzgledu na stan wynikajgcy z pierwszej decyzji. Wtasnie korzystajac z tej cechy algorytm
programowania dynamicznego rozktfada caty analizowany proces na etapy i poszukuje rozwigzania
optymalnego przechodzac przez kolejne wyréznione etapy, rozpoczynajgc od ostatniego i cofajgc sie
az do pierwszego. Oznacza to, ze aby ciag decyzji (xi-, X2+, Xa+... Xn+) byt strategig optymalng w
procesie N-etapowym przy stanie poczatkowym Sy potrzeba, aby cigg decyzji (Xx2+, Xsz+... Xxn+) byt
strategig optymalng w procesie N-1 etapowym przy stanie wynikajgcym z podjecia na pierwszym
etapie decyzji xi+.

Oznaczajgc przez S poszukiwane zatrudnienie w dniu poprzednim mozna zapisac ze:

riy, <S;<R=max(r;)dla j=1.N gdzie Si =X,

Korzystajgc z rekurencji mozna zapisac
f (S)=mn [©, (X, —1)+¥Y(X, —S)+ f,(X)] dlar_, <s, <R

Taki sposob rozwigzania narzuca kolejnos¢ wykonywania obliczen od konca procesu do jego
poczatku i okres$lony sposob notacji prowadzonych obliczen, ktéry nie zawsze jest czytelny,
szczegolnie dla osob stabiej obeznanych z badaniami operacyjnymi.

Oznaczenia:

N — liczba dni, dla ktérych wykonywane sg obliczenia,

j — numer kolejnego dnia,

k — numer rekurencyjnego kroku obliczeniowego,

r, — zapotrzebowanie na robotnikéw w dniu j,

Sj — poszukiwane zatrudnienie w dniu poprzednim do |,

¢ — poziom zatrudnienia przed rozpoczeciem prac (w dniu j=0),

R — maksymalne zatrudnienie, jakie moze wystgpi¢ na budowie; R = max(r;) dla j=1..N,

Xj — poszukiwane zatrudnienie w dniu j,

O ju — koszt przekroczenia wymaganego zapotrzebowania w dniu j przy poziomie zatrudnienia u,
W 1102 — koszt zmiany poziomu zatrudnienia z poziomu ui na poziom uz,



Przyktad obliczeniowy

Dane do obliczen

Zaktadam, ze wymagane zapotrzebowanie w obliczanym przyktadzie jest jak na rysunku ponizej.

Wymagane zatrudnienie w kolejnych dniach
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Przyjmuje nastepujace koszty przekroczenia i zmiany dostepnosci:

Koszt przekroczenia wymaganego zapotrzebowania O,y zostat okreslony na 3 jednostki naktadow
finansowych za przekroczenie kazdej jednostki zapotrzebowania (niezaleznie od wielkoSci
przekroczenia czyli w postaci funkcji prostoliniowej).

Zmiana wielkosci limitu zatrudnienia w dwdch kolejnych przedziatach czasu powoduje koszt, ktérego
wielko$¢ mozna wyrazi¢ formutg :

Yiaxe = 6 + (X2 — x1) dla x2 > x1 czyli np. dla zmiana zatrudnienia z poziomu 4 na 7 robotnikow kosztuje
6+(7-4)=9

Y xe = 6 dla xz2 < xa (niezaleznie od wielko$ci obnizenia zatrudnienia)

qjxl,xz =0dlax2=x1

Poniewaz zaktadam, ze koszt zatrudnienia robotnikéw % w pierwszym dniu (koszt zmiany poziomu
zatrudnienia z poziomu ¢ na rl1) wynosi zero, wielko$¢ poziomu ¢ nie ma znaczenia i mozna przyjgc
dowolng wartosé >=0 np. 0.

Obliczenia

Na poczgtku obliczen wyznaczam maksymalne zatrudnienie na budowie, ktére wynosi
R = max(6,5,7,5,4)=7 . Nastepnie przystepuje do obliczen dla kolejnych dni.

Dzien 5

Obliczenia rozpoczynam od ostatniego dnia tzn. j=5. Poniewaz jest to pierwszy krok obliczeniowy w
algorytmie rekurencyjnym wiec k=1. Minimalny poziom zatrudnienia w tym dniu wynosi rj czyli rs=4,
natomiast maksymalny poziom zostat juz wyznaczony i wynosi R=7. Aby wyznaczy¢ poszukiwany
poziom zatrudnienia w tym dniu nalezy rozpatrzy¢ wszystkie mozliwe poziomy zawarte miedzy
poziomem minimalnym i maksymalnym czyli: 4, 5, 6, i 7 czyli xs € (4, 5, 6, 7). Jednoczesnie trzeba
rozpatrzy¢ wszystkie przypadki mozliwego poziomu zatrudnienia w dniu poprzednim czyli Ss. W tym
wypadku poprzednim dniem jest dziehn 4 z zapotrzebowaniem réwnym 5 (r,=5). Oznacza to, ze w dniu
j=4 moga wystgpi¢ nastepujgce poziomy zatrudnienia: Ss € (5, 6, 7). Dalsze obliczenia dla tego dnia
zostang przeprowadzone w tabeli ponizej.



Uwaga! Zanim jednak przejdziemy do obliczerr szczegétowych warto zwrdcié uwage na sama
strukture tabeli, ktéra w kolejnych dniach moze sie ciggle zmienia¢. Liczba kolumn w ktérych
wpisujemy rozpatrywane x zawsze odpowiada wszystkim mozliwym poziom zatrudnienia w danym
dniu, czyli w naszym wypadku (dla pigtego dnia j=5 czyli pierwszego kroku iteracji k=1) xs € (4, 5, 6, 7),
stad mamy cztery kolumny. Natomiast liczba wiersz jest taka, jaka jest liczba potencjalnych poziomow
zatrudnienia w dniu poprzednim (czyli w naszym przypadku 4), gdyz Ss € (5, 6, 7), a Sj to poszukiwane
zatrudnienie w dniu poprzednim do j (czyli dla indeksu j=5 przy S, rozpatrujemy potencjalne poziomy
zatrudnienia z 4 dnia).

J=5; k=1, rs=4; rmin=4; R=7

Xj/S xs=4 X5=5 X5=6 X5=7

O|\W|FC|JFC|O|W |FC|JFC|O | W |FC|J)FC|O | W | FC|JFC
S55=5 0| 6| 6 6 3101 3 3 67|13 13 |9 |8 |17 | 17
S5=6 0| 6| 6 6 (369 9 60| 6 6 9|7 |16 | 16
Ss=7 0| 6| 6 6 (369 9 6612 12 |9]|0] 9 9
FC 2 poprze- 0 0 0 0
dniego dnia

W goérnym wierszu tabeli wypisano nr dnia pracy (j), numer kroku algorytmu (k), poziom zatrudnienia w
dniu obliczeniowym (r)) oraz minimalny i maksymalny poziom zatrudnienia w tym dniu (fmin, R). W
pierwszej kolumnie wypisano wszystkie mozliwe poziomy zatrudnienia w dniu poprzednim (j-1) czyli
Ss5=5, Ss=6 i Ss=7. Liczba tych poziomow okreslita liczbe wierszy, w ktérych zostang wykonane
obliczenia dla danego dnia. W ostatnim wierszu wypisano wartos¢ funkcji celu dla odpowiedniego
poziomu zatrudnienie X przeniesiong z poprzedniego dnia obliczeniowego odczytang z wtasciwego
poziomu S. Poniewaz jest to pierwszy dzien obliczeniowy wszystkie wartos¢ tam wpisane rowne sg
zero.

Wartosci w kolumnach © i Y zostaty obliczone na podstawie wartosci rozpatrywanego zatrudnienia i
odpowiadajgcego poziomu S. | tak np. dla xs=6 i s5=5 wartos¢ O czyli koszt przekroczenia dostepnosci
wynosi 6 poniewaz wymagane zatrudnieniu w tym dniu wynosi 4 a zaktadany poziom zatrudnienia xs
wynosi 6, czyli © = (6-4) * koszt jednostkowego przekroczenia z danych (3)= 2*3=6. Wartos¢ ¥ czyli
koszt zmiany poziomu zatrudnienia wynosi 7 poniewaz poziom zatrudnienia w dniu poprzednim
wynosi 5 (Ss=5) a zaktadany poziom zatrudnienia w danym dniu wynosi xs=6, czyli nastepuje wzrost
zatrudnienia o jednostke a z danych mozna odczyta¢, ze w takim przypadku koszt wynosi 7. Wartosé
FC to suma wartosci w kolumnach © i ¥ a YFC to suma FC oraz odpowiadajgcego FC z
poprzedniego dnia odczytanego z ostatniego wiersza w danej kolumnie.

Znajgc wyniki obliczeh dla wszystkich rozpatrywanych pozioméw zatrudnienia x oraz poziomoéw
zatrudnienia w dniu poprzednim S nalezy okresli¢, ktéry wariant dla kazdego poziomu S jest
najkorzystniejszy. Poniewaz poszukujemy minimum funkcji celu dla kazdego rozpatrywanego poziomu
S nalezy wybra¢ minimalng warto$¢ > FC. | tak np. dla poziomu Ss=5 wybieramy z posréd wartosci
(6,3,13,17). Wartoscia minimalng jest 3 i zostata ona oznaczona grubg, podkreslong czcionka.
Wybrane wartosci zostang wykorzystane w Kkolejnym dniu obliczeniowym jako warto$ci FC z
poprzedniego dnia.

Po obliczeniu wszystkich wartosci w tabeli i wyznaczeniu minimalnej wartosci > FC dla kazdego
rozpatrywanego poziomu S mozna przejs¢ do kolejnego dnia obliczeniowego.



Dzien 4

Przystepujac do obliczen dla tego dnia nalezy zauwazyé¢, ze wystepuje tylko jeden poziom Sa
poniewaz poprzedniego dnia (j=3) zapotrzebowanie jest na maksymalnym poziomie 7 robotnikdw.
Natomiast rozpatrywane w tym dniu poziomy zatrudnienia to xa € ( 5, 6, 7), gdyz wymagane
zapotrzebowanie rs=5. Nalezy réwniez zwr6ci¢é uwage na poprawne okreslenie wartosci FC z
poprzedniego dnia. Odczytujemy je tabeli z poprzedniego dnia obliczeniowego (k-1) z odpowiednich
wierszy np. warto$¢ w kolumnie x,=7 odczytujemy z wiersza dla Ss=7 czyli 6. Pozostate obliczenia
wykonujemy jak zostato to opisane w poprzednim dniu.

j=4; k=2; r4=5; rpnin=5; R=7
Xj/s X4:5 X4=6 X4=7
O|W |FC|JFC|O | W | FC|JFC W | FC|JFC
S4=7 0|6]| 6 9 |3|/6| 9|15 0| 6| 12
Cpoprie- | : .
dniego dnia

Ponizej podano wyniki obliczen dla wszystkich pozostatych dni obliczeniowych.

Dzien 3
i=3; k=3; rs=7; rmin=7; R=7
Xj/S Xx3=7
O|W|FC|JFC
S53=5 0|8 8| 17
S3=6 0|7 |7 | 16
S3=7 0|00 9
FC z poprze- 9
dniego dnia
Dzien 2
j=2; k=4; r»=5; rmin=5; R=7
Xj/S X2=5 X2=6 X2=7
O|W|FC|JFC|O | W|FC|JFC W | FC|JFC
S5,=6 0|6|6 |23 |3|0]| 3] 19 7 (13| 22
S,=7 0|6 |6 |23 |3|6|9]|25 0| 6 | 15
FCz poprze- 17 16 9
dniego dnia
Dzien 1
j=1; k=5; ri=6; rmin=6; R=7
Xj/S X1=6 X1=7
O|W|FC|JFC|O|WY|FC|JFC
Si=c 0|0, 0|19|3|0| 3| 18
FCzpoprze [ g 15
dniego dnia




Wyznaczenie rozwiqgzania optymalnego

Wyznaczenie optymalnego rozwigzania rozpoczyna sie od ostatniego dnia obliczeniowego (k=5).
Poniewaz zawsze bedzie tam tylko jeden wiersz (S;1=c) z niego odczytujemy optymalne zatrudnienie w
pierwszym dniu. Wyznacza je oznaczona wczesniej, minimalna wartos¢ Y FC, w tym wypadku warto$¢
18. Jest to catkowity koszt zatrudnienia robotnikdw wg rozwigzania optymalnego minimalizujgcy
funkcje celu. Z kolumny w ktérej stoi minimalna warto$¢ Y FC mozna odczytac, ze zostata ona
wyznaczona przy poziomie zatrudnienia rownym 7. W takim razie z tabeli dla poprzedniego
(czwartego) dnia obliczeniowego z wiersza S;=7 mozna odczytaé, ze minimalna wartos¢ > FC w tym
wierszu znajduje sie w kolumnie x>=7. Z kolei przechodzgc do dnia trzeciego z wiersza Ss=7
odczytujemy, ze x3=7. W tabeli z dnia drugiego w wierszu s,=7 odnajdujemy, ze x4=5. Ostatnig
poszukiwang warto$¢ optymalnego =zatrudnienia odczytujemy 2z tabeli dla pierwszego dnia
obliczeniowego (k=1) w wierszu Ss=5. Poszukiwane zatrudnienie w tym dniu wynosi 5.

Ostatecznie wyznaczono nastepujgce, optymalne zatrudnienie na budowie w kolejnych dniach
realizacji robot: 7, 7, 7, 5, 5. Catkowity minimalny koszt zatrudnienia przy przyjetych stawkach funkgciji
Oi ¥ wynosi 18.

Optymalne zatrudnienie w kolejnych dniach ze
wzgledu na koszt
7
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