


Wprowadzenie

Jednym z podstawowych, a rownoczesnie najwazniejszym
pytaniem jakie pojawia sie przy probie optymalizacji
dowolnego rozwigzania jest ustalenie kryterium wg
ktorego bedziemy dokonywali poszukiwania i oceny
optymalnego rozwigzania. W zaleznosci, jak zostanie ono
sformutowane mozemy uzyskac zupetnie rozne rozwigzania.

Rzadko udaje sie poszukiwac rozwigzanie optymalne
wytacznie ze wzgledu na jedno kryterium (np. koszt).
Najczesciej problemy sSwiata rzeczywistego wymagaja
rozwazenia  rownoczesnie  wielu  kryteriow  oceny
postepowania/rozwiazania.



Wprowadzenie

W wielu wypadkach kryteriow moze byc wiele, czesto
trudno ze sobg porownywalnych. Np. biorgc pod uwage
zakup okreslonej maszyny budowlanej mozna miedzy
innymi rozwazac takie kryteria jak:

koszt zakupu
czas dostawy
dtugosc okresu gwarancyjnego
koszty eksploatacyjne
niezawodnosc

- jakosc wykonywanych robot

dostepnosc serwisu i czesci zamiennych, itp.



Wprowadzenie

/darzajg sie rowniez sytuacje, gdy istniejace kryteria sg
sprzeczne np. kiedy probujemy obliczy¢ optymalny stan
utrzymania poziomu wody w zbiorniku. Bioragc pod uwage
produkcje energii elektrycznej najkorzystniejszy jest stan
mozliwie wysoki, bioragc pod uwage ochrone przed powodzig
zbiornik powinien byc mozliwie pusty. Gdzie lezy ,ztoty
srodek™?




Wprowadzenie

Powstaje pytanie: jak oceni¢ rownoczesny wptyw
wszystkich tych kryteriow na ostateczng decyzje?

Odpowiedzia na tak sformutowane pytanie zajmuje sie
dziat optymalizacji zwany optymalizacja wielokryterialna.

Zagadnienie to jest stale rozwijane ze wzgledu na olbrzymie
Znaczenie umiejetnosci rozwiagzywania takiego zadania i
mozliwosci zaoszczedzenia znacznych naktadow finansowych,
materiatowych czy podniesienia bezpieczenstwa.




Wprowadzenie

Istnieje bardzo wiele metod podejscia do samego
sformutowania zagadnienia optymalizacji wielokryterialnej.

Jednym z kluczowych pytan, na ktore musimy sobie
odpowiedzie¢, to «c¢czy w procesie optymalizacji
wielokryterialnej interesuje nas znalezienie jednej
konkretnej odpowiedzi (rozwiagzania) czy moze wskazania
grupy rozwigzan z ktorych kazde, bedzie sie réznito, lecz
w pewnym sensie bedzie optymalne.

Znaczenie tego zagadnienia wskazat juz wtoski uczony
Vilfredo Pareto na przetomie XIX i XX wieku. Wykazat on, ze
w optymalizacji wielokryterialnej mozna mowic o dwoch
grupach rozwigzan: rozwigzaniach zdominowanych i
rozwigzaniach niezdominowanych.



Rozwigzania zdominowane i niezdominowane

Zatozmy, ze szukamy rozwigzania ze wzgledu na minimum
dwoch kryteriow: X i Y i uzyskalismy cztery rozwigzania
dopuszczalne (A-D). tatwo zauwazyc, ze np. rozwigzanie B
jest na pewno gorsze od A, gdyz ze wzgledu na oba kryteria
posiada wieksze wartosci. Ale popatrzmy na rozwigzania A i
C. Rozwiazanie A jest lepsze (mniejsze) od C ze wzgledu na
kryterium X, ale gorsze ze wzgledu na kryterium Y. |
odwrotnie. Ktore z nich jest w takim razie lepsze?
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Rozwigzania zdominowane i niezdominowane
V. Pareto wskazat, ze nie ma tu jednoznacznej odpowiedzi,
lecz istnieje grupa rozwigzan korzystniejszych niz pozostate i
nazwat je rozwigzaniami niezdominowanymi.

Rozwigzanie niezdominowane to takie, ktérego nie
jesteSmy w stanie polepszy¢ ze wzgledu na zadne z
obowigzujacych kryteriow bez pogarszania rownoczesnie
wartosci ktoéregokolwiek z pozostatych kryteridow. Czyli
rozwigzania A i C sg rozwigzaniami niezdominowanymi,
rozwigzania B i D zdominowanymi.
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Rozwigzania zdominowane i niezdominowane

Dla zadania minimalizacji zestawu k funkcji celu
f(x) = (f1(x), f2(x), ... fk(x))

rozwigzanie x jest zdominowane, jesli istnieje dopuszczalne
rozwigzanie y nie gorsze niz X, tzn. dla kazdej funkcji celu

fi(y) < fi(x) (i=1, ... k)

W przeciwnym wypadku rozwigzanie takie nazywamy
niezdominowane |ub optymalne w sensie Pareto
(paretooptymalne)
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Rozwigzania zdominowane i niezdominowane

W przypadku rozwigzan optymalnych w sensie Pareto,
bedziemy poszukiwac nie jednego, konkretnego rozwiazania,
ale grupy rozwiazan niezdominowanych, tworzacych tzw
front Pareto.

I{LNS

dominowane

niezdominowane

Fdaminowane




Poszukiwanie jednego rozwigzania

Istnieje mozliwos¢ znalezienia jednego, konkretnego
rozwigzania, ale wymaga to woéwczas paramatryzacji
wszystkich stosowanych kryteriow.

Zaletg takiego rozwiazania jest mozliwosc sprowadzenia
zagadnienia wielokryterialnego do zadania
jednokryterialnego i  zastosowanie szeregu znanych
algorytmow optymalizacji jednokryterialnej do rozwigzania
takiego zadania.

Wada jest trudnosc i subiektywizm w normalizacji i
szacowaniu wag poszczegolnych kryteriow, co w przypadku
wielu kryteriow, a do tego czesto trudno porownywalnych,
prowadzi do uzyskania subiektywnego rozwiazania, bez
mozliwosci porownania go do innych rozwiazan ,,lezacych w
poblizu”, ale wyznaczonych na podstawie nieco innych wag
kryteriow.



Poszukiwanie jednego rozwigzania

Jedna z najbardziej znanych metod poszukiwania jednego
rozwigzania w optymalizacji wielokryterialnej jest metoda
sumy wazonej.

Funkcje okresSlajgce kolejne kryteria taczone sa w jedna
funkcje celu zgodnie ze wzorem:

F(x)= i w, 1 (x)
gdzie =

m

W, € [O,l] oraz Z W, = |

i=1

Istnieje bardzo wiele metod normalizacji kryteridw i
wyznaczania ich wag w;



Poszukiwanie jednego rozwigzania

Ponizej zostanie przedstawiona jedna z najczescie]
uzywanych metod normowania zmiennych, stuzaca do oceny
skonczonej liczby wariantow do wyboru, a mianowicie
metoda unitaryzacji zerowej.

Proces optymalizacji przebiega w nastepujacych etapach:

Analiza danych wyjsciowych i wybér zmiennych
diagnostycznych stuzacych ocenie parametrow
porownywanych rozwigzan

Normalizacja zmiennych diagnostycznych

Agregacja kilku znormalizowanych zmiennych
diagnostycznych do jednej oceny (zazwyczaj
sumowanie)

Poszukiwanie rozwiazania optymalnego dla
zagregowanej wartosci funkcji celu



Poszukiwanie jednego rozwigzania

W metodzie tej, do celu normalizacji i agregacji funkcji celu,
wszystkie zmienne uzywane przy ocenie poszczegolnych
kryteriow dzielone sg na trzy klasy:

Stymalanty
Destymulanty

- Nominanty
Przy oznaczaniu czy zmienna jest
stymulantg czy destymulanta wazny

jest kierunek funkcji celu

(poszukujemy max czy min)



Poszukiwanie jednego rozwigzania

Stymalanty - sa to zmienne, ktérych wzrost kojarzyc¢
nalezy ze wzrostem a spadek ze spadkiem oceny
zjawiska. Np. ocena kosztu realizacji rozpatrywanego
wariantu oszacowana w zt jest stymulanta, gdyz obnizenie
kosztu poprawia naszg ocene wariantu a wzrost pogarsza
(oczywiscie zaktadajac, ze minimalizujemy funkcje celu).

Destymulanty - sg to zmienne, ktérych wzrost kojarzyc¢
nalezy ze spadkiem a spadek ze wzrostem oceny
zjawiska. Np. zaktadajac, ze minimalizujemy funkcje celu
dtugosc okresu gwarancji kupowanej maszyny budowlanej
jest destymulanta, gdyz czym okres gwarancyjny jest
dtuzszy tym dany wariant wyboru oceniany jest
korzystniej.



Poszukiwanie jednego rozwigzania

Nominanty - to takie zmienne, ktéra majg okreslong
najkorzystniejsza wartosc¢ (przedziat), a wszystkie inne
wartosci, zarowno wieksze jak i mniejsze od zadanej
wartosci pogarszaja naszg ocene danego parametru. Np.
kupujac dzwig budowlany chcemy, aby jego nosnosc przy
zadanym wysiegu zawierata sie w granicach 2-4 ton.
Wszystkie modele o innej nosnosci, zarowno nizszej jak i
wyzszej sa W haszej ocenie mniej korzystne (np. ze
wzgledow technologicznych, mozliwosci ich transportu,
koniecznosci przygotowania podtoza itp.).




Poszukiwanie jednego rozwigzania

Metoda unitaryzacji zerowej charakteryzuje sie
przyjeciem statego punktu odniesienia, ktory stanowi
rozstep danej zmiennej normowanej. Rozstep dla kazdej
cechy j wynosi:

R(X;) = max(x;) - min(x;;) dla wszyskich elementow i

Takie podejscie sprawia, ze rozstep cechu unormowanego
Kryterium jest staty i wynosi 1.




Poszukiwanie jednego rozwigzania

Proces normalizacji kryteridw (czyli przeliczenia ich do
wartosci porownywalnych dla wszystkich kryteriow):

Stymulanty - normalizacja zmiennej wykonywana jest wg
nastepujacej formutu:

L= [xij : min(xij)] / [max(xij) : min(x,-j)]

Destymulanty - normalizacja zmiennej wykonywana jest wg
nastepujacej formutu:

L; = [max(xij) - xij] / [max(xij) - min(x,-j)]

Nominanty - zaktadajac dolng i gorna granice przedziatu
optymalnego <cy;, Cy;>

Z; = [x;; - min(x;;)] / [c45 - min(x;;)] gdy x;; < Cy;
Z; = [x;; - max(x;;)] / [cy; - max(x;;)] gdy x;; > Cy;



Poszukiwanie jednego rozwigzania

Ostateczna wartos¢ zagregowanej funkcji celu, wg ktorej
poszukujemy rozwigzanie optymalne wynosi:

FC, =2 (z;* wWy)
dla kazdego kryterium j oraz i ocenianych obiektéw,
gdzie w; oznacza wage danego kryterium j.

W przypadku, jezeli nie chcemy stosowac wag oceny
poszczegolnych kryteriow, za w; mozemy przyjac 1. Wowczas
wszystkie kryteria beda miaty takie same znaczenie przy
ocenie poszczegolnych wariantow rozwigzania.
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Przyktad - dane

Oceniamy osiem obiektow A1 do A8 na podstawie siedmiu
kryteriow. Poszczegolne kryteria wycenione sa w skali 1-10.

Ocena obiektow wg kazdego kryterium wykonana jest w innej
skali punktowej. Za najlepsze rozwigzanie uwazamy wariant,
ktory uzyska najwyzsza ocene.
Kryt.1 Kryt.2 Kryt.3 Kryt.4 Kryt.5 Kryt.6 Kryt.7
Nominanta

261-292 Stymulanta Destymulanta Destymulanta Stymulanta Stymulanta Stymulanta
Waga kryt. 8 6 5 4 5 4 6

EXEERERR

Min
Max
Roéznica

Na poczatku wyznaczam ekstrema i rozstep kazdego
Kryterium




Przyktad- obliczenia znormalizowanej oceny

Przyktad obliczenia oceny wariantu A7 dla kryterium 1 :

Nominanta (bez wag):

zaktadajac dolng i gorng granice przedziatu optymalnego
<Cyj, Cy5>

Z; = [x;; - min(x;)] / [c4; - min(x;)] gdy x;; < Cy;

Z; = [x;; - max(x;;)] / [cy; - max(x;;)] gdy x;; > Cy;

Kryt.1 Kryt.2 Kryt.3 Kryt.4 Kryt.5 Kryt.6 Kryt.7
Nominanta
261-292 Stymulanta Destymulanta Destymulanta Stymulanta Stymulanta Stymulanta
Waga kryt. 8 6 5 4 5 4 6

EXEERERR

Min

Réznica _

Max




Przyktad- obliczenia znormalizowanej oceny

Przyktad obliczenia oceny wariantu A7 dla kryterium 1 :
zaktadajac dolng i gorng granice przedziatu optymalnego

<Cyj, Cy>
Z; = [x;; - min(x;)] / [c4; - min(x;)] gdy x;; < Cy;
Kryt.1 Kryt.2 Kryt.3 Kryt.4 Kryt.5 Kryt.6 Kryt.7

Nominanta
261-292 Stymulanta Destymulanta Destymulanta Stymulanta Stymulanta Stymulanta
8 6 5 4 5) 4 6

g

EnE2nEBRES

i

Roéznica

Cqq = 261; ¢y = 292; X;4= 253; => X4, < C44
min(x,,) = 238; max(x,,) = 316
Z,, =[253 - 238]/[261 - 238] = 0,652



Przyktad- obliczenia znormalizowanej oceny
Przyktad obliczenia oceny wariantu A2 dla kryterium 2:
Stymulanta(bez wag):
Z;; = [x;; - min(x;)] / [max(x;;) - min(x;;)]
X,,= 195; min(x,,) = 145; max(x,,) = 241
Z,, =[195 - 145] / [241 - 145] = 0, 521

Kryt.1 Kryt.2 Kryt.3 Kryt.4 Kryt.5 Kryt.6 Kryt.7
Nominanta
261-292 Stymulanta Destymulanta Destymulanta Stymulanta Stymulanta Stymulanta
Waga kryt. 8 6 5 4 5 4 6

EXEERERR

Min

Réznica _

Max




Przyktad- obliczenia znormalizowanej oceny

Przyktad obliczenia oceny wariantu A2 dla kryterium 3:
Destymulanta(bez wag):
Z; = [max(x;) - x;;] / [max(x;;) - min(x;;)]
X,3= 300; min(X,;) = 243; max(X,;) = 306
Z,; =[306 - 300] /[306 - 243] = 0, 095
Kol Kz Kois K4 Kets  Kots KouT

261-292 Stymulanta Destymulanta Destymulanta Stymulanta Stymulanta Stymulanta
Waga kryt. 8 6 5 4 5 4 6

EXEHRERRE

Min

Réznica _

Max




Przyktad - dane i wyniki bez wag kryteriow (bez sortowania)




Przyktad - dane i wyniki bez wag kryteriow (po sortowaniu)




Przyktad - normalizacja wag

Nieznormalizowane wagi wynosza:

Kryt.1 Kryt.2 Kryt.3 Kryt.4 Kryt.5 Kryt.6 Kryt.7
Nominanta

261-292 Stymulanta Destymulanta Destymulanta Stymulanta Stymulanta Stymulanta

Waga
kryt. 8 6 5 4 5 4 6

Suma wag = 38 wiec np. znormalizowana waga kryterium 5
wynosi 5/38 = 0,132

Wyniki oceny z wagami kryteriow
Kryt.1 Kryt.2 Kryt.3 Kryt.4 Kryt.5 Kryt.6 Kryt.7
Nominanta
261-292 Stymulanta Destymulanta Destymulanta Stymulanta Stymulanta Stymulanta

Waga
kryt. 0,211 0,158 0,132 0,105 0,132 0,105 0,158

Suma wszystkich znormalizowanych wag = 1

Po wymnozeniu dotychczasowych ocen przez znormalizowane
wagi otrzymujemy:



Przyktad - wyniki z wagami kryteriow







